
微分積分学 3(積分)

1 定積分

f(x)を区間 I = [a, b]上の有界な関数*1とする. I の分割

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

に対し, |∆| = max{xk − xk−1; k = 1, 2, . . . , n}とする. 各 k = 1, . . . , nに対して

Mk := sup
x∈[xk−1,xk]

f(x), mk := inf
x∈[xk−1,xk]

f(x),

S(∆) :=
n∑

k=1

Mk(xk − xk−1), S(∆) :=
n∑

k=1

mk(xk − xk−1)

とおく. S(∆), S(∆)をそれぞれ上リーマン和, 下リーマン和とよぶ.

定義 (定積分).� �
f(x)は I 上で積分可能

def⇐⇒ inf
∆

S(∆) = sup
∆

S(∆)

⇐⇒ lim
|∆|→0

S(∆) = lim
|∆|→0

S(∆) (∵ ダルブウの定理)

⇐⇒ lim
|∆|→0

(S(∆)− S(∆)) = 0

このとき, S(= S)の値を f(x)の I = [a, b]上の定積分とよび,

∫ b

a

f(x)dxと表す.� �
問 1. 関数

f(x) =

{
1 (xは有理数)

0 (xは無理数)

は [0, 1]で積分可能でないことを示せ.

問 2. 関数

f(x) =

1

(
x =

1

2n
(n = 1, 2, 3, . . .)

)
0 それ以外

は [0, 1]で積分可能であることを示し, ∫ 1

0

f(x)dx

の値を求めよ.

問 3. f(x)は [a, b]で連続かつ f(x) ≥ 0とする. このとき次が成り立つことを示せ.∫ b

a

f(x)dx = 0 =⇒ ∀x ∈ [a, b], f(x) = 0.

*1 ∃m,M s.t. m ≤ f(x) ≤ M.
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問 4. f(x), g(x)は [a, b]で連続かつ g(x) ≥ 0とする. このとき次が成り立つことを示せ.

∃c ∈ [a, b];

∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(c)

∫ b

a

g(x)dx.

問 5. f(x)は [a, b]で連続であるとする. このとき次が成り立つことを示せ.

d

dx

∫ x

a

f(t)dt = f(x) (∀x ∈ (a, b)).

問 6. 次の関数を (xについて)微分せよ. ただし, f(x)は連続であるとする.

(1)

∫ a

x

f(t)dx (2)

∫ x+a

x−a

f(t)dt (3)

∫ b

a

etf(x− t)dt

問 7. f(x)が区間 I で Cn 級のとき, 任意の x, a ∈ I に対し, 次が成り立つことを示せ.

f(x) =
n−1∑
k=0

fk(a)

k!
(x− a)k +

1

(n− 1)!

∫ x

n

f (n)(t)(x− t)n−1dt.

問 8. nを自然数とするとき, In =

∫ π
2

0

sinn xdx を求めよ.

問 9. m,nを自然数とするとき,

∫ π

−π

cosmx cosnxdxを求めよ.

問 10. f(x)が [a, b]で連続ならば,

b− a

n

n∑
k=1

f

(
a+

k(b− a)

n

)
=

b− a

n

{
f(a) + f

(
a+

b− a

n

)
+ f

(
a+

2(b− a)

n

)
+ · · ·+ f

(
a+

(n− 1)(b− a)

n

)}
n→∞−−−−→

∫ b

a

f(x)dx

が成り立つ. これを用いて, 次の和の n → ∞での値を求めよ.

(1)
1

n
√
n

n∑
k=1

√
k (2)

n∑
k=1

1

n+ k
(3)

n∑
k=1

1√
n2 + k2

(4)

n∑
k=1

n

n2 + k2

(5)
1√
n

2n∑
k=1

1√
k

2 不定積分

定義 (原始関数, 不定積分)� �
関数 F (x)が, 関数 f(x)の原始関数 (不定積分)である

def⇐⇒ F ′(x) = f(x).

このとき, F (x) =

∫
f(x)dxと表す.� �

問 11. F (x)を f(x)の原始関数の一つとするとき, 他の原始関数は F (x) + C, (C は定数)の形

で表されることを示せ.
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問 12. (1) f(x)を連続関数, φ(t)を C1 級関数とすると,∫
f(x)dx =

∫
f(φ(t))φ′(t)dt

が成り立つことを示せ.

(2) f(x), g(x)を C1 級関数とすると,∫
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f(x)g′(x)dx

が成り立つことを示せ.

問 13. 不定積分∫
dx√
x2 + a

= log
∣∣∣x+

√
x2 + a

∣∣∣ (積分定数は省略, a ̸= 0は定数)

について,

(1) 右辺を微分することにより上が成り立つことを示せ.

(2) 直接積分を計算することにより上が成り立つことを示せ.

問 14. 次の不定積分を求めよ.

(1)

∫
x

(x2 + 2)
3
2

dx (2)

∫
dx

ex + 1
(3)

∫
dx

x(x+ 1)2

(4)

∫
x2 + 2

(x− 1)3
dx (4)

∫
x+ 2

x2 + 2x+ 5
dx

問 15. f(x), g(x)は n回微分可能とする. このとき∫
fg(n)dx =

n−1∑
k=0

(−1)kf (k)g(n−1−k) + (−1)n
∫

f (n)gdx

が成り立つことを示せ.

問 16. 不定積分 ∫
dx

1 + sinx

の値を変数変換 tan x
2 = tを用いて求めよ.
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3 広義積分

定義 (広義積分)� �
(I) f(x)が [a, b)で連続であるが有界でない場合.∫ b

a

f(x)dx := ∃ lim
ε↓0

∫ b−ε

a

f(x)dx,

(II) f(x)が (a, b]で連続であるが有界でない場合.∫ b

a

f(x)dx := ∃ lim
ε↓0

∫ b

a+ε

f(x)dx,

(III) f(x)が [a,∞)で連続である場合.∫ ∞

a

f(x)dx := ∃ lim
t→∞

∫ t

a

f(x)dx,

(IV) f(x)が (−∞, b]で連続である場合.∫ b

−∞
f(x)dx := ∃ lim

t→−∞

∫ b

t

f(x)dx

が成り立つとき, f(x) はそれぞれ [a, b), (a, b], [a,∞), (−∞, b] で広義積分可能といい, 左

辺を広義積分という. 広義積分可能であることを, 広義積分は収束するともいう.

また, −∞ ≤ a < b ≤ ∞に対し,

∫ b

a

|f(x)|dx < ∞のとき, この広義積分は絶対収束すると

いう.� �
問 17. 次の積分の値を求めよ.

(1)

∫ 1

0

log xdx (2)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

(3)

∫ ∞

0

x2e−xdx

(4)

∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
(5)

∫ ∞

0

dx

ex + e−x

問 18.

∫ ∞

2

dx

x(log x)α
(αは定数)を求めよ.

問 19.

∫ 1

0

dx

xα
(α > 0)について,

(1) α ≥ 1のとき, この積分は発散することを示せ.

(2) 0 < α < 1のとき, この積分は収束することを示せ.

問 20.

∫ ∞

1

dx

xα
(α > 0)の収束・発散を調べよ.

問 21. (1)

∫ ∞

0

sinx

x
dxは収束することを示せ.

(2)

∫ ∞

0

| sinx|
x

dxは発散することを示せ.
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問 22.

Ia =

∫ 2

1

1

(x2 − 1)a
dx (a > 0)

について,

(1) a < 1のとき, Ia は収束することを示せ.

(2) a ≥ 1のとき, Ia は発散することを示せ.

問 23.

∫ ∞

π

sinx

xα
dxについて,

(1) 1 < α < 2のとき, この積分は絶対収束することを示せ.

(2) 0 < α ≤ 1のとき, この積分は収束するが絶対収束しないことを示せ.

問 24.� �
定理. 区間 (a, b) or (a, b] or [a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ ∞)上の関数 f(x)に対し,

∃g(x); |f(x)| ≤ g(x) and

∫ b

a

g(x) < ∞ =⇒
∫ b

a

|f(x)|dx < ∞.� �
上の定理を用いて次の広義積分が絶対収束することを示せ.

(1)

∫ π

0

dx√
sinx

(2)

∫ π
2

0

log(sinx)dx (3)
∫∞
0

e−x2

dx

問 25. 広義積分
∫ ∞

0

x4e−x4

dxが収束することを示せ.
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4 積分の計算問題

必要であれば次のページの表を用いよ.

問 26. 置換積分法を用いて次の不定積分を求めよ.

(1)

∫
cos(5x)dx (2)

∫
x2e3x

3

dx (3)

∫
x2 sin(x3)dx

(4)

∫
sinx sin(cosx)dx (5)

∫
sinx

cosx+ 3
dx (6)

∫
tanxdx

(7)

∫
xn

xn+1 + 1
dx (8)

∫
1

x(log x)2
dx (9)

∫
1√

1− x2
dx

問 27. 部分積分法を用いて次の不定積分を求めよ.

(1)

∫
x sinxdx (2)

∫
x2 cosxdx (3)

∫
log x

x2
dx

(4)

∫
log x√

x
(5)

∫
ex sinxdx (6)

∫
eax cos(bx)dx

問 28. 次の定積分の値を求めよ.

(1)

∫ a

0

x
√
ax− x2dx (2)

∫ 1

0

1

x2 − x+ 1
dx (3)

∫ 1

−1

1√
1 + x2

dx

(4)

∫ 3

0

x log(1 + x2)dx (5)

∫ log 2

0

√
ex − 1dx (6) Im,n :=

∫ 1

0

xm(1− x)ndx

問 29. つぎの定積分の値を求めよ.

(1)

∫ 3

1

√
1− xdx (2)

∫ 1

−1

|ex − 1|dx

(3)

∫ 1

0

x+ 1

x2 + x+ 1
dx (4)

∫ b

a

√
(x− a)(b− x)dx (a < b)

(5)

∫ π

0

dx

1 + a cosx
(0 < a < 1)
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f(x)

∫
f(x)dx

xa (a ̸= −1)
xa+1

a+ 1
+ C

1

x
log |x|+ C

sinx − cosx+ C
cosx sinx+ C
tanx − log | cosx|+ C
1

tanx
log | sinx|+ C

1

cosx
log

∣∣∣tan(x
2
+

π

4

)∣∣∣+ C

1

sinx
log

∣∣∣tan x

2

∣∣∣+ C

1

cos2 x
tanx+ C

1

sin2 x
− 1

tanx
+ C

ex ex + C

ax (a > 0, a ̸= 1)
ax

log a
+ C

log x x log x− x+ C
1

x2 + a2
(a ̸= 0)

1

a
tan−1 x

a
+ C

1

x2 − a2
(a ̸= 0)

1

2a
log

∣∣∣∣x− a

x+ a

∣∣∣∣+ C

1√
a2 − x2

(a > 0) sin−1 x

a
+ C

√
a2 − x2 (a > 0)

1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2 sin−1 x

a

)
+ C

1√
x2 + a

(a ̸= 0) log
∣∣x+

√
x2 + a

∣∣+ C

√
x2 + a (a ̸= 0)

1

2

(
x
√
x2 + a+ a log

∣∣x+
√
x2 + a

∣∣)+ C
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