
微分積分学 2(微分)

1 微分可能

定義 (微分可能, 微分係数, 導関数, Cn 級, 極大, 極小)� �
• aおよびその近くで定義されている関数 f(x)について,

f(x)が x = aで微分可能
def⇐⇒ ∃ lim

x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
=: f ′(a)

f ′(a)を x = aにおける f(x)の微分係数という.

• f(x)が区間 I で微分可能
def⇐⇒ I の各点で微分可能.

このとき, f ′(x)を f(x)の導関数という.

• f(x)が n回微分可能
def⇐⇒ f (n−1)(x)が微分可能.

n階導関数を f (n)(x)で表す.

• f(x)が Cn 級
def⇐⇒ n階導関数 f (n)(x)が連続.� �

問 1. f(x)が x = aで微分可能ならば, f(x)は x = aで連続であることを示せ.

問 2. 次を示せ.

関数 f(x)が x = aで微分可能である

⇐⇒

{
(i) f(a+ h) = f(a) +Ah+ hω(h)

(ii) lim
h→0

ω(h) = 0
を満たす関数 ω(h)と定数 Aが存在する.

問 3. 関数 f(x), g(x)は x = aで微分可能であるとする. このとき次を示せ.

(1) f(x)± g(x)は x = aで微分可能で, 次が成り立つ:

(f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a).

(2) f(x)g(x)は x = aで微分可能で, 次が成り立つ:

(fg)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a).

(3) g(a) ̸= 0ならば,
f(x)

g(x)
は x = aも微分可能で, 次が成り立つ:(

f

g

)′

(a) =
f ′(a)g(a)− f(a)g′(a)

g2(a)
.

問 4. 次の関数 f(x)の区間 I での微分可能性をそれぞれ調べよ.

(1) f(x) =
√
x, I = [0,∞) (2) f(x) = |x|, I = R (3) f(x) =

√
1− x2, I = [−1, 1]

問 5. 次の f(x)は Rで微分可能であるが, f ′(x)は x = 0で不連続であることを示せ.

f(x) =

x2 sin
1

x
(x ̸= 0)

0 (x = 0)
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問 6. f(x)が x = aで微分可能ならば

lim
h,k→0+

f(a+ h)− f(a− k)

h+ k
= f ′(a)

が成り立つことを示せ.

2 平均値の定理� �
定理 2.1 (ロルの定理). f(x)が閉区間 [a, b]で連続, 開区間 (a, b)で微分可能で f(a) = f(b)

を満たすならば,
∃c ∈ (a, b); f ′(c) = 0.� �� �

定理 2.2 (平均値の定理). f(x)は閉区間 [a, b]で連続, 開区間 (a, b)で微分可能ならば,

∃c ∈ (a, b);
f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).� �

問 7. 関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続, 開区間 (a, b)で微分可能とする. このとき,

f ′ ≡ 0 on (a, b) =⇒ f(x) : 定数関数

が成り立つことを示せ.

問 8. (1) 関数 f(x)が閉区間 [a, b]で連続, 開区間 (a, b)で微分可能とする. このとき,

f ′ > 0 on (a, b) =⇒ f(x) : 単調増加関数

が成り立つことを示せ.

(2) x > 0のとき

log(1 + x) > x− x2

2

が成り立つことを示せ.

問 9. 関数 f(x)はある開区間 I でつねに f ′′(x) > 0とする. このとき, f(x)は I 上で狭義凸関

数であること示せ. ただし,

f(x)が I で狭義凸関数
def⇐⇒ ∀x1, x2(x1 < x2) and

∀t ∈ (0, 1),

f((1− t)x1 + tx2) < (1− t)f(x1) + tf(x2).
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3 テイラーの定理� �
定理 3.1 (テイラーの定理). f(x) は開区間 I で n 回微分可能とする. ∀a, b ∈ I; a <

b, ∃c ∈ (a, b);

f(b) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k +

f (n)(c)

n!
(b− a)n

=f(a) + f ′(a)(b− a) +
f (2)(a)

2!
(b− a)2

+ · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(b− a)n−1 +

f (n)(c)

n!
(b− a)n.� �� �

系 3.1 (テイラーの定理の系). f(x)は x = aを含むある開区間 U で n回微分可能である

とする. このとき次が成り立つ:
∀x ∈ U, ∃θ = θa,x,n (0 < θ < 1);

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n.

� �
問 10. log(1 + x)に対するテイラーの定理を用いて次の極限を求めよ.

lim
x→∞

{
x− x2 log

(
1 +

1

x

)}
.

問 11. f(x)が x = aの近くで C2 級ならば

lim
h→0

f(a+ h) + f(a− h)− 2f(a)

h2
= f ′′(a)

が成り立つことを示せ.

問 12. (1) 関数 f(x)は 2回微分可能で, ある区間 I でつねに f ′′(x) > 0とする. このとき, 任

意の x1, x2, . . . , xn ∈ I に対して

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
≥ f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
が成り立つことを示せ.

(2) x1, x2, . . . , xn > 0ならば

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n

√
x1x2 · · ·xn

が成り立つことを示せ.
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� �
定理 3.2 (ロピタルの定理). 関数 f(x), g(x)が区間 (a, b)で微分可能で, g′(x) ̸= 0かつ

lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0 または lim
x→a+

f(x) = ±∞, lim
x→a+

g(x) = ±∞

とする. このとき,

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+

f ′(x)

g′(x)

が成り立つ (x → a+を x → b−にかえても, x → ±∞にかえても同様の結論が成り立つ).� �
問 13. 次の極限を求めよ.

(1) lim
x→∞

x log
x− a

x+ a
(2) lim

x→π
2

tan2 x log sinx (3) lim
x→∞

x1/x

(4) lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
(5) lim

x→0

(
1

x(x+ 1)
− log(1 + x)

x2

)

4 極値

定義 (極値)� �
関数 f(x)が x = αで極大

def⇐⇒ ∃δ > 0; |x− α| < δ =⇒ f(x) ≤ f(α)

関数 f(x)が x = αで極小
def⇐⇒ ∃δ > 0; |x− α| < δ =⇒ f(x) ≥ f(α)

f(x)が x = αで極大 (極小)のとき, f(α)を極大値 (極小値)という.� �
問 14. (1) f(x)が x = αで微分可能で極値をとるならば, f ′(α) = 0であることを示せ.

(2) 連続関数 f(x)が, 定義域のある 1点 αの周りで微分可能とする. このとき,

∀x ∈ (α− δ, α), f ′(x) > 0 かつ ∀x ∈ (α, α+ δ), f ′(x) < 0

が成り立つならば, f(x)は x = αで極大であることを示せ.

問 15. n ≥ 2とする. f ∈ Cn(a, b)と α ∈ (a, b)が

f ′(α) = f ′′(α) = · · · = f (n−1)(α) = 0 かつ f (n)(α) ̸= 0

を満たすとする.

(1) nが偶数ならば, f は αで極値をとることを示せ.

(2) nが奇数ならば, f は αで極値をとらないことを示せ.
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